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Abstract

This paper is devoted to a circular cylindrical thin-walled shell made of a porous-cellular material. The 

cylindrical shell is loaded by impulse of combined forces versus of the time. The impulses of forces by course are 
taken. In the paper a combined axial and external pressure are assumed. A shell is simply supported on all outer 

edges. The mechanical properties vary continuously on the thickness of a shell. On the ground of Magnucki’s model a 

nonlinear hypothesis of deformation of a plane cross section of the shell is assumed. The displacement field of any 
cross section and nonlinear geometrical and physical relationships are assumed in a cylindrical coordinate system. 

The system of three partial differential equations for dynamic stability shell was obtained using the Hamilton’s 
principle. This system of equations is solved by Galerkin method. In the next step the system of two motion equations 

was solved by the use of the numerical method (Runge-Kutta). The results of the calculation are presented for selected 

variables, for example, the time of the duration of external load, the amplitude of the impulse, dimensionless 
parameter of shell porosity, the share of axial load in the total loads. The results of the research for family of porous 

shell are presented. 
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STATECZNO  DYNAMICZNA POROWATEJ POW OKI WALCOWEJ 
PODDANEJ IMPULSOWEMU OBCI ENIU Z O ONEMU

Streszczenie

W pracy przedstawiono analiz  dynamicznej utraty stateczno ci pow oki, wywo anej dzia aniem zmiennego 
w czasie obci enia o charakterze impulsowym. Przyj to impuls o kszta cie pó fali sinusoidy. Zamkni ta pow oka 

walcowa poddana zosta a jednoczesnemu osiowemu ciskaniu i ci nieniu zewn trznemu. Pow oka zorientowana jest 

w walcowym uk adzie wspó rz dnych oraz podparta swobodnie na kraw dziach zewn trznych. W a ciwo ci pow oki 
po grubo ci s  zmienne i zale  od porowato ci materia u. Przyj ty zosta  nieliniowy stan przemieszcze  w przekroju 

poprzecznym. Zwi zki pomi dzy przemieszczeniem i odkszta ceniem opisane s  za pomoc  geometrycznie nieliniowych 
równa . Równania stateczno ci pow oki zosta y wyprowadzone z zasady Hamiltona, a nast pnie rozwi zane metod

ortogonalizacyjn  Bubnowa-Galerkina. Otrzymano uk ad dwóch nieliniowych równa  ruchu. Równania te rozwi zane

zosta y numerycznie metod  Rungego-Kutty. W pracy przedstawiono wyniki oblicze  dla przyk adowych zmiennych: 
czas trwania i amplituda impulsu, parametr porowato ci pow oki, udzia ciskania osiowego do ci nienia. Wyniki 

bada  przedstawione zosta y w postaci wykresów.

S owa kluczowe: stateczno  dynamiczna, pow oka walcowa, materia  porowaty, obci enie z o one, analiza 
nieliniowa
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1. Wst p

Pow oki walcowe znajduj  szerokie zastosowanie w ró nych ga ziach przemys u. Od wielu lat 
utrzymuje si  tendencja do zmniejszania masy konstrukcji, co jest szczególnie istotne w przemy le 
lotniczym. W tym celu zacz to stosowa  konstrukcje wielowarstwowe. Charakteryzuj  si  one 
ma ym ci arem przy stosunkowo du ej sztywno ci gi tnej i wytrzyma o ci. Dodatkow  zalet  jest 
ich du a zdolno  t umienia drga . Wspó czesne technologie pozwalaj  wytwarza  konstrukcje 
z metali porowatych (komórkowych). Mog  stanowi  one pewn  alternatyw  dla konstrukcji 
warstwowych. Ró ne metody wytwarzania takich materia ów przedstawi  przyk adowo Banhart [2]. 
Badania i w a ciwo ci materia ów porowatych przedstawili w swoich pracach Choi i Lakes [7], 
Kovacik [10, 11], Bart-Smith, Hutchinson i Evans [3]. Model matematyczny w asno ci
mechanicznych materia u porowatego przedstawi  Magnucki i Stasiewicz [12]. 

Konstrukcje cienko cienne charakteryzuj  si  du  podatno ci  na utrat  stateczno ci. Dlatego 
okre lenie obci e  krytycznych oraz analiza zachowania si  przy obci eniach dynamicznych, 
stanowi istotny element analizy wytrzyma o ciowej pow ok. Badania stateczno ci statycznej 
porowatych cylindrycznych pow ok walcowych przedstawi  Magnucki i Malinowski [13, 14]. 
Zagadnienie stateczno ci dynamicznej porowatej pow oki przedstawi  Belica i Magnucki [4]. 
Powy sze prace uwzgl dniaj  tylko geometrycznie liniowe zwi zki pomi dzy przemieszczeniem 
i odkszta ceniem.  

Bardziej z o onym zagadnieniem jest nieliniowa stateczno  dynamiczna pow ok. Mo na tutaj 
bada  np. odpowied  uk adu w zale no ci od charakteru i pr dko ci obci enia. Z wa niejszych
prac po wi conych temu zagadnieniu mo na wymieni  monografi  Volmira [17], Grybosia [9], 
Awrejcewicza i Krysko [1]. Monografia [17] dotyczy nieliniowych zagadnie  dynamicznych p yt 
i pow ok. Grybo  w swojej pracy przedstawia teorie stateczno ci konstrukcji pod obci eniem 
uderzeniowym. Praca Awrejcewicza i Krysko jest po wi cona zagadnieniu dynamiki chaotycznej. 
Szyc i Twardosz [16] rozwi zali nieliniowe zagadnienie stateczno ci pow oki walcowej 
obci onej ci nieniem zewn trznym, Lee [8] pow oki dynamicznie ciskanej osiowo. W pracach 
tych przyj to liniowy przyrost obci enia w czasie. Bugajny [6] bada  stateczno  ma owynios ej
pow oki trójwarstwowej, ciskanej osiowo si ami zmieniaj cymi si  w czasie wg funkcji 
wyk adniczej. Bisagi [5] przedstawi  badania MES dynamicznego wyboczenia pow ok
kompozytowych poddanych impulsowemu osiowemu ciskaniu. Analityczne badania impulsowo 
obci onych kompozytowych cylindrów by y przedmiotem pracy Matemilola i Stronge [15]. 
Yaffe i Abramovich [18] badali w sposób numeryczny i do wiadczalny pod u nie usztywnione 
pow oki cylindryczne. 

Celem tej pracy jest rozwi zanie zagadnienia nieliniowej stateczno ci dynamicznej zamkni tej
pow oki walcowej o strukturze porowatej, poddanej dzia aniu zmiennego w czasie obci enia 
o charakterze impulsowym. 

2. Za o enia i podstawowe zale no ci

W pracy rozpatruje si  zamkni t  pow ok  walcow  o strukturze porowatej, obci on
ci nieniem zewn trznym i ciskan  wzd u  tworz cych si ami roz o onymi równomiernie na 
brzegach krzywoliniowych (Rys. 1). Swobodnie podparta na kraw dziach zewn trznych pow oka 
zorientowana zosta a w walcowym uk adzie wspó rz dnych. W a ciwo ci mechaniczne i fizyczne 
pow oki s  zmienne i zale  od porowato ci materia u. Zmiana modu ów spr ysto ci i g sto ci 
jest ci g a i symetryczna wzgl dem powierzchni rodkowej pow oki.

Zmian  modu ów spr ysto ci na grubo ci pow oki przyj to jak w pracach [12, 13, 14], 
natomiast g sto ci materia u z uwzgl dnieniem wyników pracy [7]. 
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cos1 01 eEzE , cos1 01 eGzG , cos11 mez , (1)

gdzie:

0E , 0G , 1E , 1G   - modu y spr ysto ci odpowiednio dla 0  i 21 ,

0 , 1     - g sto  materia u odpowiednio dla 0  i 21 ,

tz     - bezwymiarowa wspó rz dna,
t       - grubo  pow oki,

10100 11 GGEEe   - bezwymiarowy parametr porowato ci 10 0e ,

011 eem      - bezwymiarowy parametr g sto ci.

Rys. 1. Swobodnie podparta pow oka walcowa i schemat zmiany w a ciwo ci pow oki na grubo ci
Fig. 1. A simply supported cylindrical shell and scheme of a porous-cellular shell structure 

 Przyj te zosta o nieliniowe odkszta cenie p askiego przekroju poprzecznego pow oki (Rys. 2). 

Rys. 2. Schemat przemieszcze  w przekroju poprzecznym cianki pow oki

Fig. 2. Scheme of deformation of a plane cross-section of the shell 

 Sk adowe przemieszczenia wyra one zosta y za pomoc  zwi zków:

41



T. Belica, K. Magnucki  

sin,,
1

,,,,, 10 x
x

w
txuzxu ,

sin,,
1

,,,,, 10 x
r

w
txvzxv ,    (2)

,,,0,,,,, xwxwzxw ,

gdzie:

,0 xu , ,0 xv   - przemieszczenia styczne dowolnego punktu powierzchni rodkowej,
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,xw    - ugi cie pow oki.

 Sk adowe pola odkszta ce :
2

2

1

x

u

x

u
x ,

2

2

1

r

w

r

w

r

v
,

r

w

x

w

x

v

r

u
x ,

x

w

z

u
xz ,

r

w

z

v
z .   

(3)

 Napr enia normalne i styczne okre lono za pomoc  liniowych zwi zków, zgodnie z prawem 
Hooke’a.

3. Równania stateczno ci dynamicznej pow oki

Równania równowagi dynamicznej pow oki walcowej wyprowadzono z zasady Hamiltona: 

0
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gdzie:

kT  – energia kinetyczna:
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W  – praca obci enia zewn trznego:

ddxrpwW

L2

0 0

,            (6) 

 Energia potencjalna odkszta cenia spr ystego U , z uwzgl dnieniem liniowych zwi zków

fizycznych przyjmie posta :

L
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Do równania (4) podstawiamy wyra enia (5) – (7) oraz zwi zki (1) – (3). Po wykonaniu 
ca kowania po grubo ci pow oki ( 2121 ), przekszta camy otrzymane równanie zgodnie 
z zasadami rachunku wariacyjnego. Po przyrównaniu do zera wyra e  wariacji tej samej funkcji, 

.

42



Dynamic Stability of a Porous Cylindrical Shell Subjected to Impulse of Forces Combined 

otrzymano uk ad pi ciu równa  równowagi: 0u , 0v , w , 1 , 1  oraz uk ad warunków 

brzegowych pow oki:
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Otrzymany uk ad pi ciu równa  sprowadzony zosta  do uk adu trzech równa  ró niczkowych.
W tym celu zdefiniowane zosta y si y normalne Nx, N , i styczne Sx  oraz wprowadzone zosta y: 
funkcja napr e ,xF  i funkcja przemieszcze ,x :

x
1 ,

r
1 ,             (13) 

Si y normalne i styczne wyra one za pomoc  funkcji napr e  mo na przedstawi  w postaci: 
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Po wprowadzeniu funkcji napr e , równania (8) i (9) s  spe nione to samo ciowo. Równania 
(11) i (12) po podstawieniu funkcji przemieszcze  zosta y sprowadzone do jednego równania 
ró niczkowego. Wykorzystuj c równanie ci g o ci odkszta ce , ostatecznie otrzymano uk ad
trzech podstawowych równa  równowagi: 
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4. Rozwi zanie równa  równowagi 

 Uk ad równa  równowagi dynamicznej pow oki (15) – (17) rozwi zano przyjmuj c funkcje 
aproksymuj ce ugi cie i przemieszczenie w postaci: 
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gdzie:

 n      - liczba fal po obwodzie pow oki,
 m      - liczba pó fal wzd u  tworz cej,

1w , 2w    - parametry ugi cia zale ne od czasu. 

Przyj te funkcje spe niaj  warunki swobodnego podparcia pow oki. Wprowadzaj c powy sze
zwi zki do równania ci g o ci odkszta ce  (16) wyznaczymy funkcj  napr e  w postaci: 
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 Po wprowadzeniu zwi zków (18) do równania (17) wyznaczone zosta y parametry: 
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Wstawiaj c (18), (19) i (20) do równania (15) oraz stosuj c metod  ortogonalizacyjn
Bubnowa-Galerkina, otrzymano ostatecznie uk ad równa  ró niczkowych ruchu: 
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gdzie:

tww 11
~ , tww 22

~   - bezwymiarowe parametry ugi cia,

][0 MPaN    - obci enie pow oki,

0k   - parametr obci enia pow oki ( 10 0k ), okre laj cy proporcje 
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Uk ad równa  ró niczkowych (21) nale y rozwi za  przy nast puj cych warunkach pocz tkowych:
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5. Przyk ad oblicze  numerycznych 

Obliczenia numeryczne przeprowadzone zosta y w oparciu o metod  Rungego-Kutty. Przyj to, 
e obci enie zewn trzne o charakterze impulsowym zmienia si  w czasie wg nast puj cych 

warunków: 
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45



T. Belica, K. Magnucki  

gdzie:

 T - czas trwania impulsu, 
 A - wspó czynnik obci enia dynamicznego, zdefiniowany jako krotno  si y krytycznej. 

Obliczenia przeprowadzono dla pow oki walcowej o nast puj cych danych geometrycznych: 
mmt 4 , mmr 800 , mmL 2400  i materia owych: MPaE 4

1 1006,7 , 36
1 108,2 mmkg ,

33,0 . Badane by y pow oki jednorodne 00e  i porowate 9,00e  przy ró nych

kombinacjach obci enia: 1,00k  (dominuj ce ci nienie zewn trzne) i 9,00k  (dominuj ce

ciskanie osiowe). 
Na rysunku 3 przedstawiono ugi cie pow oki w zale no ci od postaci odkszta cenia. 

W przypadku statycznym najmniejsza warto  si y krytycznej wyst puje przy m = 1 i n = 5, 
natomiast w przypadku dynamicznym przy m = 1 i n = 6 (dla danych zamieszczonych na 
wykresie). Wraz ze zmniejszeniem czasu trwania impulsu T wzrasta liczba m i n, niezale nie od 
parametru eo. Przy dominuj cym ci nieniu zewn trznym wzrasta tylko ilo  fal obwodowych, 
natomiast przy dominuj cym ciskaniu osiowym pojawiaj  si  dodatkowo pó fale wzd u
tworz cej.

Rys. 3. Ugi cie pow oki w zale no ci od postaci odkszta cenia
Fig. 3. Deflection of the shell dependent on forms of deformations 

 Rysunek 4 przedstawia ugi cie pow oki przy ró nych wspó czynnikach obci enia 
dynamicznego. Pocz tkowo, wzrost wielko ci impulsu wywo uje niewielkie ugi cia pow oki. 
Dalszy nieznaczny przyrost obci enia powoduje gwa towny wzrost ugi cia. Nast puje tutaj 
dynamiczna utrata stateczno ci pow oki. Pow oka przechodzi do nowego po o enia równowagi i 
zostaje osi gni te maksimum ugi cia. Zjawisko to jest wyra nie widoczne na rysunku 5, gdzie 
przedstawiono maksymalne ugi cie pow oki w zale no ci od wielko ci impulsu. 
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Rys. 4. Ugi cie pow oki w zale no ci od parametru A 
Fig. 4. Deflection of the shell dependent on the parameter A 

Rys. 5. Maksymalne ugi cie pow oki w zale no ci od parametru A

Fig. 5. Maximum deflection of the shell dependent on the parameter A  

 Przebieg zjawiska utraty stateczno ci przedstawiono dla ró nych czasów T. Skrócenie czasu 
trwania impulsu powoduje zwi kszenie dynamicznej odporno ci pow oki na wyboczenie. 
Jednocze nie obserwuje si  mniej gwa towny charakter ugi cia. Spowodowane jest to 
zwi kszeniem si  liczby m i n. Wraz ze wzrostem liczby fal maleje maksimum ugi cia, co jest 
szczególnie widoczne w przypadku dominuj cego ciskania osiowego. Maksimum to jest wi ksze
dla materia u porowatego. Pocz tkowy przebieg utraty stateczno ci jest praktycznie taki sam dla 
ró nych parametrów eo. Jest to szczególnie istotne przy okre laniu dynamicznej odporno ci
pow oki na wyboczenie. Nale y jednak zauwa y , e odnosimy si  tutaj do górnego obci enia 
krytycznego, które jest oczywi cie mniejsze dla pow oki porowatej. 
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